
8. MODELITZACIO
QPIMIOMETRICA: "

TECNIQUES D'OPTIMITZACIO

Xavier Tomas"

8.1. RESUM

En el present treball hom presenta una visio global de les estra

tegies emprades en quimiometria per a procedir a l'optimitzacio
d'un model materna tic 0 d'un procediment analitic, En primer Hoc,
hom revisa breument, pero intentant donar-ne una visio global, les
diferents tecniques d'us mes frequent, aixi com llur fonament. Per

llur nove tat, es posa un especial ernfasi en els algorismes genetics, i
se'n mostra la filosofia de treball.

8.2. INTRODUCCI6

Un dels objectius de l'analisi quimiometrica es el desenvolupa
ment de tecniques que perrnetin l'ajustament de models a dades

experimentals i la seva posterior validaci6 per a coneixer quin es el
seu grau d'adequaci6 0 fiabilitat. Aquest es un aspecte important
que cal tenir present en tot estudi, ja que no es frequent trobar un

experiment en que la mesura experimental sigui directament la in
formaci6 que hom desitja obtenir. Cal, en conseqiiencia, desenvo

lupar un model, generalment una funci6 rnatematica mes 0 menys

complexa, que relacioni mesura i informaci6.
Un exernple, familiar en quimica analities, es I'obrencio de la

funci6 analitica, 0 funci6 de calibratge, que relaciona el senyal ana-
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litic mesurat (pH, absorbancia, diierencia de potencial, etc.) amb la
iniormacio desitjada (concentracio de l'analit 0 analits presents a

les mostres emprades com a referencia). Un cop trobat aquest mo

del, hom l'utilitzara per a deduir la inforrnacio adient en noves si
tuacions (analisi de mostres, estimaci6 de parametres, etc.). Es,
doncs, important assegurar que aquest model, amb els seus coefi
cients, obtingut a partir de les dades experimentals es el millor que
pot obtenir-se, i procedir tot seguit a la seva validacio.

Una altra situacio, tambe frequent en quimica analitica i en al
tres ciencies experimentals, es la de trobar les condicions experi
mentals que perrnetin d'aconseguir que un procediment doni el mi
llor resultat possible, sigui conegut 0 no el model, teoric 0 empiric,
que relaciona resposta i condicions de treball. No cal esiorcar-se
gaire per a trobar exemples d'aquesta situacio inherent a tot treball
experimental.

L' objectiu en ambdues situacions es aconseguir el millor model
que hom pugui ajustar ales dades experimentals, 0 be les millors
condicions experimentals que portin a obtenir una resposta satis
lactoria. Aquest objectiu es considera assolit quan la discrepancia
entre els valors calculats pel model i les dades experimentals es peti
ta 0, en el cas d'un procediment, quan la resposta obtinguda en

unes condicions establertes s' apropa a un valor preseleccionat.
En coriseqiiencia, els qualificatius millor model 0 millors condi

cions experimentals correspondran a la condicio de minimitzar

aquesta discrepancia 0 -el que es equivalent formalment- a re

soldre un problema doptimitzacio, per al qual hom disposa de di
ferents tecniques de tractament.

El primer punt a definir, doncs, es expressar el concepte de dis
crepancia d'una manera maternatica 0 logica per tal de poder ava

luar la qualitat d'una possible soluci6. Aquest concepte admet
molts tipus de definici6, des de la simple diferencia absoluta entre

valor calculat i valor objectiu, emprat abastament en l'optimitzacio
de procediments, fins a expressions de caire maternatic com la co

neguda suma de residuals al quadrat (SRQ), mediana quadratica de
'residuals (MQR), error absolut 0 relatiu mitja (EAM, ERM), etc.

Segons quina sigui l'expressio utilitzada, la seva minimitzacio
dona lloc als diferents metodes, coneguts amb els noms de metode
de minims quadrats (LSM), de minima distancia absoluta (LDA),
minima median a de residuals (LMS), etc. (Draper i Smith, 1981;
Rousseeuw i Leroy, 1987).
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Un segon punt a considerar, important perque condiciona l'es

trategia de resolucio del problema de minimitzacio, es l'existencia 0

no de model maternatic (generalment, una Iuncio maternatica) i el
seu grau de complexitat (una variable 0 mes). Considereu per un

moment, la diferent estrategia, i volum de calcul, que pot necessitar
la realitzacio d'un calibratge lineal univariant, multivariant, l'ajust
d'un model no lineal (calcul de constants d'equilibri, etc.) 0 la de

terminacio de la composicio d'un eluent en cromatografia en capa

prima per a optimitzar la separacio dels components d'una mostra

(model complex 0 desconegut).
Una classificaci6 possible de les estrategies per a trobar la solu

cio a aquest problema de minimitz.acio, i per tant de les tecniques
d'optirnitzacio, podria esser la seguent:

1. Resolucio maternatica directa.
2. Resolucio matematica sequencia].
3. Resolucio mitjancant algorismes logics.

Tot seguit hom fara una revisio breu de les tecniques d'optimit
zacio segons aquesta classificaci6, amb esment especial de les tee

niques sequencials aplicades a models empirics, i de les basades en

l'aplicacio d'algorismes logics, ja que no segueixen el formulisme

materna tic convencional.

8.3. RESOLUCIO MATEMATICA DIRECTA

Dintre d'aquesta categoria poden considerar-se incloses aque
lles tecniques d'optimitzacio que, havent definit previament un

model i una expressio de la discrepancia, arriben a establir els valor

de l'optim d'una manera maternatica directa. L'estrategia consisteix

a definir la discrepancia com una funci6 que cal rninimitzar, intro

duir dins la seva expressio la corresponent al model i tractar de
resoldre el problema, si cal, com una analisi d'una funcio per a la

qual cal trobar el minim.
Un exernple paradigmatic d'aquesta estrategia es el rnetode ben

conegut dels minims quadrats quan hom l'aplica a models senzills,
com ara una funci6lineal d'una variable, polinornica, no lineal pero
linealitzable, 0 com ara una Iuncio lineal de diverses variables (cas
de la regressio lineal multiple).
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Per a qualsevol d'aquests models, hom disposa d'una serie de n

valors experimentals, tant de la variable independent Xi com de la
variable resposta y" l'expressio del model maternatic a ajustar i,
com a criteri de discrepancia, la suma de quadrats dels residuals.

Aixi, per a un model polinornic de grau p correspondria:

MODEL MATEMATIC:

FUNCI6 DISCREPANCIA
n n N

[2J SQR = L (j), - YY = I (Yi - I bkx1)2 ---7 Minim
'�l '�l k�o

que implica la condicio

[3J _CJS_Q_R_=O
CJbN

que condueix al sistema d'equacions:

Iy,=bon +b1Ixi
[4J Ix,y,=boLX, +b1 Ix;

+ b2 I xi
+ b2 Ix;

+ + bN I xiv
+ + b,y I x;v+ 1

La resolucio d'aquest sistema dona els valors dels coeficients b,
optims segons la definicio de la discrepancia utilitzada.

Aixi, en el cas d'un ajust lineal simple (recta de calibratge, per
exemple), I'expressio d'aquests coeficients pot establir-se d'una
forma general mitjancant les equacions:

[5J

[6J b =

n L X,)i - I x, I Yi
1

nIx! - (LXY

Cal tenir present que aquesta estrategia, a la qual pertanyen
tarnbe altres tecniques, com ara els anomenats metodes de la me-
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diana simple, de la rnediana repetida 0 dela mediana minima de
residuals, porta a una soluci6 analitica, en el sentit maternatic de la

paraula, i, per tant, els coeficients trobats que minimitzen la funci6
discrepancia utilitzada s6n unics i garanteixen que loptirn trobat
correspon a un optim absolut.

8.4. RESOLUCI6 MATEMATICA SEQUENCIAL

Malauradament, no es possible d'aplicar sempre I'estrategia de
resoluci6 directa, ja que pot succeir que el model no sigui tan sen

zill com els esrnentats abans, 0 be que no es trobi una forma general
d'expressar les derivades implicades en la condici6 de minim [3].

Si hom, pero, coneix el model maternatic que cal ajustar i ha
definit el criteri de discrepancia, sempre es possible d'establir una

estrategia que porti a un optim per aproximacions successives. Evi
dentment hom necessitara un punt de sortida, uns primers valors
dels coeficients implicats en el model i un sistema per anar con

duint les aproximacions de forma eficient cap a l'objectiu de mini
mitzar la funci6 discrepancia.

Una altra caracteristica d'aquesta estrategia -en general, de to

ta estrategia sequencial-s- es la necessitat d'establir un criteri de

convergencia i un datur. Generalment l'evoluci6 de les aproxima
cions es fa per comparaci6 dels valors de discrepancia obtinguts en

dues iteracions consecutives, i hom decideix aturar el proces quan
la millora en la discrepancia ja no es significativa.

Tot aixo fa que el resultat del proces d'optimitzaci6 depengui
del punt de sortida i dels criteris emprats i es demostra formalment
que I' optim assolit ha de ser considerat com un optim relatiu (op
tim local, optirn en sella, etc.) que no necessariament ha de coinci
dir amb l'optim absolut.

En aquest punt hom pot diferenciar les estrategies que utilitzen
un model teoric com a eina de treball de les altres que el substituei
xen per un model empiric, i hom ha de fer un esment especial a de
finir uns criteris senzills per a controlar l'evoluci6 de les iteracions.

8.4.1. Resoluci6 seqiiencial de models teorics

Abans de descriure breument les tecniques emprades per a l'op
timitzacio de models de diverses variables pot ser interessant consi
derar el cas mes simple, que correspon a models d'una sola variable,
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per a facilitar la cornprensio d' aquestes tecniques. Per a simplificar
les expressions rnatematiques designarem la funcio matematica cor

responent a la funcio discrepancia per f(x), entenent que en aquesta
expressio intervenen b, parametres objecte de deterrninacio.

8.4.1.1. Metode del gradient per a un model d'una variable

Si elmodel proposat correspon a una tuncio continua i deriva

ble, la seva primera derivada f'(x) indica la variacio de magnitud en

relacio ala variacio de la variable independent. En el cas de la fun
cia discrepancia (per tal de concretar l' exposicio, hom lara referen
cia a la Iuncio «suma de quadrats dels residuals» [2J), aquesta varia
ble independent correspon als diferents valors dels coeficients.

Si per a un valor de x = a es compleix que f'(a) > 0, la Iuncio es

creixent a l'entorn d' a i hom diu que el gradient de la luncio f(x) en

aquest entorn es positiu i la seva magnitud es determinada pel valor
de f'(a). Si el gradient es negatiu, la iuncio es decreixent, i si el gra
dient es nul, el valor de a coincidira amb un maxim 0 un minim

(figura 1).
Si es possible avaluar analiticament 0 numericament la derivada

de la funcio, l' estrategia consistira en una aproximacio vers els
valors nuls d'aquesta derivada, cornencant des d'un punt inicial i

f(x)

FIGURA 1.
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desplacant-se a cada iteracio en forma proporcional al valor del

gradient segons l'expressio recurrent

[7]

on el valor de le sera positiu 0 negatiu segons es cerqui un maxim 0

un minim, i es mantindra constant durant el proces cl'iteracio, 0 es

fad. variar, segons s'hagi decidit previament.
Com a crireri de convergencia per a conduir i aturar el proces

d' aproximacio hom acostuma a emprar 0 be la variacio relativa de
la discrepancia en dues iteracions consecutives, 0 be la variacio del
valor de la solucio, Invent establert previarnent un valor critic per a

aquesta variacio.

Aixi, un possible algorisme general per a l'optirnitzacio d'un

model d'una variable utilitzant el metode del gradient podria esser
resumit en les segi.ients etapes:

1. Definir el model /(x), la funci6 discrepancia, el valor de sor

tida xc, el criteri de convergencia i el valor de la constant de

proporcionalitat k.
2. Avaluar/(xo) if'(xo).
3. Calcular un nou valor de Xi d'acord arnb l'expressio [7].
4. Comprovar la condicio de finalitzaci6.
5. Cas de no complir-se aquesta condicio, substituir el valor de Xo

per Xi i tomar ala segona etapa, modificant, si cal, el valor de k.
Generalment aquesta modificaci6 es fa multiplicant per 2 el

valor de k si el gradient ha tingut elmateix signe en dues itera

cions consecutives 0 dividint-lo per 2 si ha tingut signe contrari.

8.4.1.2. Models de diverses variables

Aquesta es, sense cap dubte, la situacio mes frequent en qualse
vol ciencia experimental quan hom prova d'ajustar un model. Les

.tecniques emprades per a la seva resolucio poden esser considera

des com una generalitzaci6 del model del gradient descrit abans,
arnb modificacions particulars segons interessi tenir una estrategia
mes acurada. Tot seguit hom fad. una descripcio breu d'algunes de
les tecniques d'us mes frequent.

Com es evident, elmodel ara es del tipus f(X), on X correspon,
en notacio vectorial, al conjunt de parametres X = {x, y, z, ... }. Cal
haver definit tarnbe un criteri de discrepancia com en el cas d'un
model d'una variable.
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8.4.1.2.1. Metode d'optimitzaci6 parametric
L'estrategia emprada en el metode d'optimitzacio parametrica

es fonamenta en una generalitzaci6 dels procediments emprats en

el cas d'un model d'una variable, i es procedeix a l'optirnitzacio de
cada parametre de forma separada. Aixi, sortint d'una primera
aproximaci6 XI = {XI' YI' 2 I'

.. .} soptimitza primer j(x, YI' 2w .. ) com

si es tractes d'una funci6 de la primera variable fins a trobar el seu

optirn Xo. Tot seguit hom segueix la mateixa estrategia per a la se

gona variable, substituint el valor XI pel valor Xo abans determinat
j(xo, Y, 2" ... ), fins a arribar a un valor optim Yo per a aquesta varia
ble. Aquest proces iteratiu es continua mentre no es cornpleixi el
criteri d'aturada prefixat (figura 2).

Aquesta es una estrategia que arriba a l' optim rapidarnent en el
cas de funcions senzilles, amb superficies de resposta que posseei
xin corbes de nivell regulars, i que pot esser emprada com una pri
mera aproximacio quan hom no disposa d'uns valors acurats per
iniciar el proces. En el cas de treballar arnb un model mes complex
o tambe en situacions especials del punt inicial, el metode parame
tric s'atura abans d'arribar a l'optim i d6na falses solucions que fins
i tot poden no correspondre a un optirn local (optims en sella, etc.).

La limitacio del rnetode rau precisament en fer l'optimitzacio

FIGURA 2.
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de cada pararnetre mantenint els altres constants, es a dir, conside
rant els parametres independents 0 que no interaccionen entre ells,
hipotesi eertament arriseada en rnoltes situacions.

8.4.1.2.2. Metcde del gradient per a diverses variables
Un nivell (corba de nivell en el cas d'un model de dues varia

bles) es el conjunt de punts en els quaIs el model pren un mateix
valor. Una estrategia doptimitzacio podria establir-se en el sentit
de definir una evoluci6 des d'un nivell vers el nivell minim prefe
rentment seguint la linia de maxima pendent (figura 3).

Maternaticament hom demostra que la variaci6 del model amb
relaci6 ala dels parametres es maxima en la direccio perpendicular
als nivells (a les corbes de nivell), i aquesta direcci6 es avaluable pel
gradient, en aquest cas pel veetor gradient G(X).

Aquest vector G(X) es format per les primeres derivades par
cials del model respecte a cada parametre, G(X) = {!/X), f;,cX) ,

/z(X),,,,}, i beilment es pot generalitzar el proeediment deserit com

a metcde del gradient per a una variable emprant lexpressio recu

rrent, expressada ara en forma vectorial:

[8J

FIGURA 3.

y

x
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En aquest cas, el valor de k, positiu 0 negatiu segons es cerqui
un maxim 0 minim, respectivarnent, pot avaluar-se com el que op
tirnitza la funci6 d'una sola variable (k): j[Xm + kG(X,JJ, i les eta

pes de calcul a realitzar s6n les mateixes que en el cas d'aplicar-ho a

un model d'una variable.

Aquest metode es tambe conegut amb el nom de rnetode del ma

xim pendent, i en la literatura anglesa es designat amb la precisi6
addicional de steepest ascent si hom cerca un maxim, 0 steepest des

cent si hom prova d'arribar a un minim. Com a metode d'optimitza
ci6 pot tenir problemes d'eficacia, perque la direcci6 del gradient i la

velocitat de desplacament depenen en forma critica de les escales

escollides per als parametres.

8.4.1.2.3. Metode de Newton: variant de Davidon,
Fletcher i Powell

Si hom pot disposar de les segones derivades de la funci6 ob

jectiu, per a accelerar el proces d'evoluci6 i fer-lo independent fins

a cert punt de les escales triades hom pot fer servir el metode de

Newton per a resoldre G(X) = 0, equaci6 que constitueix la condi

cia de maxim 0 de minim. Fent l'analogia arnb el cas d'una Iuncio

d'una variable, la interpretacio del metode de Newton resulta molt

I'(x)

Xi x

FIGURA 4.
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senzilla (figura 4). Resulta molt coneguda com a metode per a tro

bar les arrels d'una funci6, en aquest cas de f'(x).
Tornant al model de diverses variables, el metode de Newton

per a considerar la curvatura entre nivells substitueix la rnultiplica
ci6 per Ie que apareix a I'expressio recurrent [8J pel producte per la
inversa de la matriu H(X), matriu de les segones derivades parcials
o matriu hessiana:

[9J (In
I,y I; .

H(X) = �'.' �'� ': .

I; I; I; ...

on les columnes corresponen ales derivades parcials 1,,/;,,1%, etc., es
a dir, als gradients Hi> H2, Hj, etc. Finalment, I'equacio recurrent

que permet l'aproximacio cap al rninim resulta:

[10J Xi+ 1
= Xi - [H(X,)]-l G(X,)

A continuaci6 s' estableixen les etapes dels calculs a realitzar per
analogia amb el metcde del maxim pendent.

L'unic inconvenient seri6s del metode de Newton es el volum
de calcul que significa haver d'avaluar a cada iteracio les segones
derivades del model i la inversa de la matriu hessiana. Is per aques
ta ra6 que ha estat objecte de moltes modificacions que tendeixen a

alleugerir els calculs necessaris (Marquardt, 1963).
Una de les modificacions mes efectives ha estat la proposada

per Davidon, Fletcher i Powell (Gill, Murray i Wright, 1981), que
es fonamenta en la construcci6 de matrius regulars Q amb un com

portament igual al de les inverses de la rnatriu hessiana H per a

cercar l'optim en les direccions:

[11 J Vi = - Qi G(X,)

terme que en I' expressio recurrent [1 OJ substitueix el producte de la
inversa de la matriu hessiana per la matriu G.

D'acord amb aquesta modificaci6, les etapes del calcul a seguir
en aquest procediment doptimitzacio, un cop definit el model i el
criteri de convergencia, son les segiients:
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1. Definir Q = I (matriu identitat) i els valors inicials dels parame
tres X = X, i tot seguit avaluar G = G(X).

2. Per a V = - QG, optimitzar la funcio I(X + kV) d'una sola
variable le. Un cop trobat aquest optirn substituir X per
XN=X+kV.

3. Comprovar la condici6 de convergencia.
4. Cas de no complir-se aquesta condicio, avaluar S = XN - X i

U = G(XN) - G(X).
5. Substituir la matriu Q per:

[12J
SS' QUU'Q

Q = Q +
S'U

-

U'QU

i tornar a la segona etapa amb els nous XN, G(XN) i Q.

8.4.1.2.4. Metode de Gauss-Newton
El metode de Gauss- Newton es una tecnica especialment inte

ressant quan hom prova d'ajustar un model emprant com a criteri

de convergencia la suma de quadrats dels residuals. Per a simplifi
car-ne la descripci6 es considerara el cas de l'ajust d'un model amb
una unica variable: y = l(x;bJ = f(x;B).

Cal, dones, trobar els valors dels coeficients B que minirnitzen
la suma de quadrats dels residuals [2J, que d'acord amb la condici6

de minim [3J porta a considerar que el gradient ha de ser nul,
G(B) = 0, es a dir, al sistema d'equacions

[13J
II

L: Ik(xi;B) [((xi;B) - y;] = 0
i= 1

k = 1, 2, ... ,p

on I, representa la derivada parcial de I respecte a bk•
Si, per a simplificar la notaci6, s'anornena F,(B) els residuals a

cad a punt experimentall(xl;b1, b2, ... ,bp) �

YI i J(B) la matriu que con

te ales seves files els gradients dels diferents FI, hom pot demostrar

que es compleix la condici6:

+ G(B) = J(B)' F(B) = 0

on J(B)' correspon a la matriu rectangular:
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[15J J(B), =

dFI dF"
--"'--

dbl dbl

dFI dF"
-_ ... _-

db" db"
El metode de Gauss-Newton es fonamenta en la consideraci6

que per a un conjunt de valors dels parametres Bi+ 1 proper a un

altre conjunt de valors B, es pot aproximar, mitjancant un desenvo
lupament de Taylor:

[16J

[17J

que, tenint present que G(Bi+ I) ha d'anul-lar-se, pennet iniciar un

proces iteratiu en el qual el seu valor es va substituint pel que s' obte
de resoldre l' equaci6 resultant:

[18J J(B)' J(B) Bi+! = J(B)' J(B) B; = J(B)' F(B)

El metode pot esquernatitzar-se en les segiients etapes de
calcul:

1. Definir un conjunt inicial de valors B,
2. Avaluar J(B)' J(B), J(B,) F(BJ
3. Resoldre l'equaci6 [18].
4. Comprovar la condici6 de convergencia.
5. Cas de no cornplir-se aquesta condici6, substituir B; per Bj+!

i tornar a la segona etapa.

Per a resoldre l'equaci6 [18J hom pot emprar qualsevol dels me
todes de resoluci6 d'un sistema d'equacions (Gauss, Gauss-Siedel,
etc.) amb l' objectiu de trobar una estimacio del nou conjunt de va

lors dels parametres B;+l'
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8.4.2. Resoluci6 seqiiencial de models empirics

Tot i que la utilitzacio dels metodes descrits per a la resolucio

sequencial de models teorics es sempre recomanable, hi ha situa

cions en les quaIs aquests metodes resulten poc eficients. Aixi, les

dificultats d'aplicacio augmenten considerablement amb el nornbre

de parametres a ajustar, el nombre de valors experimentals als quais
hom pre ten ajustar el model, la mateixa expressio maternatica del

model 0 la complexitat, a vegades impossibilitat, d'avaluar les deri

vades implicades en els procediments de resolucio descrits abans.

Cal recordar que ales ciencies experimentals es frequent trobar-se

amb situacions en les quals no es possible d'obtenir aquestes deri

vades, i a voltes, ni tant sols no es possible expressar maternatica

ment el model car es molt complex 0 be no es prou conegut.
Una possible alternativa per a aquestes situacions es 1'{lS de mo

dels empirics en uns intervals no gaire grans de les variables dins

dels quals sigui possible d'assimilar la Iuncio teorica, cornplexa 0

desconeguda, a una funcio maternatica senzilla i facil de manipular,
generalment una funcio de tipus polinornic. L'objectiu, moltes ve

gades, no es nomes ajustar el model sino trobar-rie el maxim 0 el

minim, sobretot en situacions experirnentals en les quals interessa

coneixer no solament el valor de I' optirn sino les seves coordenades

(condicions experimentals).
Dos punts importants a determinar en aquest tipus d' estrategia

san la tria del model i la sequencia d'evolucia vers l'optim. Respec
te al primer punt cal dir que s'acostuma a donar mes importancia a

la facilitat de tractar la Iuncio que no pas a un rigorisme matematic

que, tractant-se d'un model empiric, pot resultar essencialment su

perflu. Aixi, en el cas d'un model en dues variables, la luncio que
hom acostuma a seleccionar es del tipus:

[19J

amb la inclusio, encara que rares vegades, de termes en x2y, xy2 0

x2f. Generalment, doncs, es treballa amb funcions polinorniques
amb termes quadratics iamb productes de les variables, se'n fa l'a

just, d'una manera cornoda, segons els metodes abans descrits, i la

localitzacio de les coordenades de l'optim resulta trivial.

En reterencia al segon punt esmentat, l'evolucio cap a l'optim,
hi ha una doble estrategia.
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Les tecniques anomenades d'ajust de superficies de resposta

acostumen a imposar com a condici6 que l'optim ha de trobar
se dins el domini experimentat, es a dir, dins els intervals de varia
ci6 de les variables que hom ha experimentat. Aixo evita el rise de
situar l'optim per extrapolaci6 fora d'aquest domini, encara que
sempre es necessari validar la seva situacio comprovant-Ia peste
riorment. Amb aquesta condici6, les tecniques d'ajust de super
ficies de resposta s' esforcen a trobar la disposici6 dels punts ex

perirnentals que perrneti estimar millor els coeficients del model
seleccionat previarnent. Segons els interessos que hom tingui en

aquest ajust es poden fer servir dissenys diferents com ara els de
Box-Behnken, Box-Wilson (Box i Draper, 1987), Doehlert (Doeh
lert, 1970), Scheife (Scheffe, 1958), rotatius, composts, etc.

La segona estrategia no imposa la condici6 que l'optim es trobi
dins el domini experimentat sino que, tot emprant un model molt
senzill que permeti estimar el valor del gradient de la resposta, per
dcsplacament del domini, vagi conduint l'experimentaci6 seqiien
cialment cap a on es trobi I'optim. Un exernple, utilitzat frequent
ment en l'optirnitzacio experimental, es l'anornenat metode EVOP
del que tot seguit se n' exposen els trets basics.

8.4.2.1. Metode EVOP

Aquest metode va ser descrit per G. E. P. Box (Box, 1957) amb
la denominaci6 original evolutionary operations com una estrategia
per anar conduint cap a l'optim la resposta d'un proces que depen
de pocs factors (condicions experimentals). Per a simplificar I'ex

posici6 es considerara que aquests factors son dos, XI i X2•
EI model maternatic mes senzill i mes economic pel que fa al

nombre dexperiencies a realitzar correspon a I'expressio:

[20J

que necessita quatre punts experimentals per a poder estirnar els
valors dels coeficients hi' Si hom preten obtenir aquestes estima
cions independents entre elles, cal que es compleixi l'ortogonalitat
del disseny, es a dir, aquest ha de coincidir amb un disseny 22 facto
rial complet.
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Aixo obliga a definir dos nivells per cada variable X, i realitzar

les quatre experiencies corresponents ales combinacions de nivells.

Per a simplificar al maxim els calculs posteriors hom acostuma a

escalar aquests nivells fent-los correspondre al valors -1 i + 1 i ano

menar Ai Bales noves variables escalades. Tot i aixo, es recornana

ble realitzar una experiencia en el punt central, {O;O}. Aquest con

junt de cine punts experimentals constitueix un cicle d' experiments
que porten a obtenir cine respostes Y,:

Exp eriencia A B Resposta

[OJ 0 0 Yo
1 -1 -1 Y\
2 +1 -1 Y2
3 -1 +1 Y3
4 +1 +1 Y4

Amb la idea de cercar la Iinia de maxim pendent que condueixi

cap al maxim hom pot trobar en el punt central els valors de les
derivades de la resposta respecte a cada factor i calcular la resultant

dambdos components (figura 5).

B

-1

FIGURA 5.
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Aquestes derivades corresponen a b, i b2 i es poden calcular fa
cilment:

[21]

[22]

i la direcci6 vers el maxim es donada per !'angle format per la resul
tant i l'eix A:

[23]

Si hom preten arribar a un maxim el metode proposa desplacar
el cicle en la direccio trobada (en la direcci6 contraria si l'objectiu
es un minim).

Encara que l'angle format per la resultant i l'eix A pot tenir
qualsevol valor, per raons practiques hom acostuma a aproximar-
10 als valors 0, ± 45, ± 90, ± 135 0 180°, que formen una rosa dels
vents. Aquesta aproximaci6, juntament amb el fet que el desplaca
ment del cicle es fa de manera continua, es causa que a cada nou

cicle no sigui necessaria la realitzaci6 de cinc experiencies noves car

se n'aprofiten algunes del cicle anterior (com a minim una) i s'estal
via aixi esforc experimental.

Com tot metode sequencia], el metode EVOP exigeix un criteri
que permeti d' aturar-se quan ha arribat a l'optim, Deixant de ban
da la possibilitat d'aturar l'evolucio quan la resposta ha arribat a un

CRITERI D'ATURADA

D
a) b)

FIGURA 6.
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valor que hom considera prou satisfactori, ala practica s'acosturna

a donal' alguna de les situacions que es mostren a la figura 6.

En el cas a) I'optim es dins el darrel' cicle, el modul de la resul
tant acostuma a ser petit i les diferencies entre respostes s6n poe

significatives. En el cas b) I' optirn es situat prop d'un costat dels
dos darrel's cides (0 prop d'un vertex) i aixo provoca un rebot en

els desplacarnents.
Encara que normalment en aquestes situacions es considera que

s'ha assolit I'objectiu, sempre es possible de refinar la solucio mo

dificant la grandaria del cicle, es a dir, reduint I'interval entre nivells
de cad a factor.

El metode EVOP es molt poe emprat en problemes d' optirnit
zaci6 que persegueixen l'ajust d'un model teoric, pero es molt iitil
en situacions en les quais no es coneix elmodel, com en I'optimit
zaci6 de processos industrials, de procediments analities, etc.

(Hunter i Kittrell, 1966; Box, Hunter i Hunter, 1978).

8.5. RESOLUCI6 MITJAN\=ANT ALGORISMES LOGICS

Tant en el cas de resoluci6 directa com en el de resoluci6 se

quencial, es condici6 imprescindible disposar d'un model teoric 0

empiric formulat amb una funci6 maternatica. Com s'ha dit

anteriorment, en moltes situacions experimentals es diffcil poder
precisar aquest model i a vegades fins i tot es desconegut.

Una tercera estrategia per a abordar optimitzacions en general, i

en aquest cas especialment, es la de prescindir del model i fer que
siguin les respostes experimentals, juntament amb un algorisme lo

gic d'evoluci6, les que vagin conduint l'optimitzaci6. En les tee

niques basades en aquest tipus d'estrategia, I'esforc resideix obvia
ment en la definici6 correcta de l'algorisme logic d'evoluci6.

Un aspecte interessant d'aquesta estrategia es que el fet d'em

prar les respostes nornes per a avaluar la discrepancia, sense fer-les
intervenir en cap model maternatic, permet d'abordar l'optimitza
cio en situacions en les quais les respostes s6n qualitatives, com pot
ser el cas d'una valoraci6 subjectiva de la resposta (valoraci6 senso

rial, ordenaci6, etc.).
Encara que s'han desenvolupat moltes tecniques que segueixen

aquesta estrategia (bisecci6, Fibonacci, secci6 auria, etc.), tot seguit
es fara una descripci6 breu del fonament de dues: el metode simplex
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rigid, amb la seva variant mes important, el metode simplex modifi
cat, i els metodes basats en algorismes genetics.

8.5.1. Metode simplex rigid

Aquest rnetode fou descrit per primera vegada per Spendley,
Hext i Himsworth (1962), i encara que ha estat objecte de moltes
modificacions, es utilitzat, per la seva senzillesa, en situacions en les
quals la determinaci6 de l'optirn no exigeix una gran precisi6.

Considerant el domini experimental com un espai amb tantes

dimensions com parametres cal optimitzar, hom defineix com a

simplex una figura convexa i tancada que te tants vertexs com para
metres es considerin mes un, Aixi, per a dos parametres el simplex
sera un triangle; per a tres, una piramide de base triangular, etc.

Cada un dels vertexs correspon, Iogicarnent, a una combinaci6 de
valors dels parametres, per als quais hom obtindra una resposta
experimental.

EI metode proposa avaluar la resposta corresponent a cada ver
tex, ordenar els valors obtinguts de pitjor a millor, eliminar el pitjor
vertex i substituir-lo pel seu simetric (reflectit) respecte al baricen
tre dels punts que restin. A la figura 7, es mostra el cicle basic en el
cas de una optirnitzacio de dos parametres.

Y
}.If

Exp. X Y RTA.

P X r, PITJORp

J X; r. INDIF.

}.If XIII Ym MILLOR

R

Rp

X

R= G+ (G-P)

FIGURA 7.
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NO

Ordenar
I

retlecti r

R millor J?

sf

FIGURA 8.

Per a definir l'algorisme que controla I'evolucio del simplex
s' estableixen els seguents criteris.

Regia 1: si la resposta en el punt reflectit no es pitjor que I'ob

tinguda en el pitjor dels punts del cicle anterior, el nou simplex es el
format pels vertex M, I, i R.

RegIa 2: si la resposta en el punt reflectit es pitjor que l'ob

tinguda en el pitjor vertex dels punts del cicle anterior, hom proce
deix a trobar la imatge del vertex amb resposta rnes propera al pit
jor (I en el cas de dos parametres).

La consequencia de l'aplicacio d'aquesta segona regIa es un can

vi de direcci6 en l' evolucio del simplex.
Ala figura 8 es mostra en forma resumida l'algorisme d'evolu

cio del simplex rigid.
Com en tot metode cl'optimitzacio seqiiencial, cal definir uns

criteris per aturar el proces evolutiu. Per analogia amb els metodes
matematics, pot utilitzar-se com a criteri que la millora en la resposta
(0 funcio discrepancia) ja no sigui significativa, 0 tambe que l'evo

lucia dels darrers simplexs porti a una ciclacio del disseny, conse

quencia de l'aplicacio continuada de la regIa 2.
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Aquesta ciclacio, que no es evident en el cas de mes de dos para
metres, es detecta quan un vertex pertany a 2(nombre de parame
tres + 1) simplexs consecutius (<<edat d'un vertex»).

EI metode simplex rigid es un metode senzill i comode d'aplica
cio a situacions experimentals, que condueix ales condicions d'op
tim normalment amb no gaires experiments (Leggett, 1983). Amb
tot, essent un metode en el qualla grandaria del disseny es constant

.

i fix ada des de l'inici, la seva eficiencia depen molt de com s'hagi
definit aquesta grandaria.

Un disseny massa gran evolucionara rapidament vers l'optirn,
pen) aquest generalll1ent quedara encerclat dins els simplexs finals
i generalment no podra establir-se amb precisio. A l'extrem opo
sat, un disseny simplex massa petit dona mes possibilitats de
poder precisar l'optim, pero l'evolucio fins a arribar-hi sera molt
lenta.

8.5.2. Metode simplex modificat

Amb l'objectiu de solucionar aquesta dan-era caracteristica del
metode simplex rigid s'han propos at moltes modificacions de les
regles del seu algorisme (Betteridge, Wade i Howard, 1985). La pri
mera fou proposada per Nelder i Mead (1965), i ha esdevingut la
utilitzada amb mes freqiiencia per la seva simplicitat daplicacio.

Aquesta modificacio, coneguda amb el nom de rnetode simplex
modificat, perrnet variar la grandaria del disseny segons els valors
de les respostes experimentals que hom vagi obtenint.

M

P Cp Cr R E

R = G+(G-P)

E=G+2(G-P)

Cr=G+O,5(G-P)

Cp=G-O,5(G-P)

I

FIGURA 9.
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A la figura 9 es representa el disseny basic del metode amb la
situacio del punts R, E, C, i C; que opcionalment poden esser rea

litzats segons indiqui I' algorisme.
La diferencia respecte al metode simplex rigid es I'aparicio d'a

quests tres nous punts possibles de disseny, als quais s'accedeix

segons els valors de les respostes i el nou algorisme proposat (Iigu
ra 10).

Aixf, en cas que la resposta en el punt retlectit sigui millor que
la millor que ja s'havia obtingut, es proposa realitzar l' experiencia
E, i si aquesta encara es millor, augmentar la grandaria del simplex.
La reduccio d'aquesta grandaria te lloc quan cal comparar la res

posta en el punt reflectit amb la pitjor de les respostes del disseny ja
obtingut.

Els criteris per aturar el proces iteratiu son els descrits abans,
amb excepcio del proces de ciclacio iamb la particularitat que ara

tambe es pot considerar la possibilitat que el metode proposi una

modificaci6 tan petita dels valors dels parametres que no sigui
factible.

NO NO

�_�_ __;--_'�I R millor l? 1---'--1 R pitjor P? 1------,

sr

EXTENsr6

! NO

CONTRAccr6 CONTRACCI6
ACp A Cr

t t
�-�-�

sr

FIGURA 10.
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8.5.3. Algorismes genetics

Dins el conjunt de tecniques que no fan servir un model ma

tematic a I'hora de trobar un optim per a una resposta, tal vegada
les que en el moment actual estan experimentant un desenvolupa
ment rnes important s6n els algorismes genetics.

Aquests algorismes s'inspiren en el principi d' evoluci6 de les

especies introduit per Darwin a mitjan segle XIX, que es fonamenta
en la consideraci6 que els individus van evolucionant per adaptar
se al medi en que viuen. Aquesta adaptaci6 es d6na a traves de ge
neracions i gracies a processos aleatoris (Holland, 1992; Davies,
1991 ).

Eis individus mes ben adaptats seran els que viuran mes temps i,
per tant, podran reproduir-se mes vegades. Suposant que els fills
s'assemblen als pares, es tindra una nova generaci6 d'individus que
continuara evolucionant cap a una millor adaptaci6 al medi, es a

dir, que es tracta d'un proces doptimitzacio «natural».
La informaci6 basica sobre aquesta adaptaci6 es transmet codi

ficada per gens en els cromosomes seguint els sistemes de repro
ducci6 estudiats per la biologia. En resum, els responsables dels
caracters dels individus s6n els gens i el proces d'evoluci6 depen de
com aquests gens es combinin 0 es modifiquin.

Amb aquestes nocions esquematiques i sense aprofundir mes,
hom pot considerar com a algorismes genetics aquells que estan

basats en I' evoluci6 natural de les especies, Is obvi que els algoris
mes genetics es basen en l'evoluci6 natural i no pretenen esser-rie
una copia, objectiu molt mes complex i, ara per ara, fora del context

de I' optimitzacio.
Per analogia, podem establir la segiient terminologia:

- Individu. Cada una de les .solucions del problema que es

tracta de resoldre. En l'ambit experimental correspon a un

assaig definit per unes condicions dels factors estudiats i una

resposta del sistema.
- Cromosoma. Correspon a la codificaci6 de cada individu, es

a dir, al conjunt de valors dels factors un cop s'han codificat.
A diferencia del proces d'evoluci6 natural, en els algorismes
genetics els individus estan descrits 0 codificats per un sol
cromosoma.
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- Gen. Cada una de les parts d'un cromosoma, que hom acos

tuma a fer correspondre a un dels factors implicats en I'opti
mitzaci6.

- Entorn 0 Medi. Is l'encarregat davaluar el grau d'adaptaci6
dels individus per a poder «sobreviure». En un proces d'op
timitzacio hom disposa d'una funci6 0 criteri de discrepan
cia que mesura la bondat d'una soluci6.

- Reproducci6. Is la capacitat que tenen els individus per a fer
sobreviure, i transrnetre, la seva informaci6 genetica. En

aquest proces, dos 0 rnes individus s'encreuen per a formar
un descendent 0 mes, bescanviant la seva informaci6. En

aquest proces reproductiu es poden introduir modificacions

(mutacions) en el material hereditari.

En aquest context (Michalewicz, 1992), un algorisme genetic es
un algorisme probabilistic que mante una poblaci6 P(t) = {X,(t)}
d'individus a cada iteraci6 (generaci6). Cada individu X;(t) repre
senta una soluci6 possible del problema i es descrit per un cromo

soma.

Aquest cromosoma es format per un vector de bits, de longi
tud l, dividit en una serie de camps que representen les variables

implicades en el sistema a optimitzar, Aixi, un cromosoma presen
ta la segiient estructura: cj = {gp g2"'" g",}, on, per exemple,
gl={110l} i es associat a la variable XI' gz=={0101} es associat
a X2, etc., i representen, en codi binari, els valors de cada una de les
variables.

L'algorisme cornenca per definir una poblaci6 inicial P(t) for
mada per un nornbre determinat d'individus. Aguesta definici6 pot
Ier-se a l'atzar, 0 be, si es coneixen algunes propietats del sistema,
d'una forma rnes selectiva, per tal d'accelerar aixi el proces evolu
tiu. Un cop es disposa d'aquest conjunt inicial de cromosomes, es

procedeix a avaluar la resposta per a cada individu per a obtenir el
seu grau d'adaptaci6 al medi (funci6 discrepancia),

Amb aquesta informaci6 es realitza una selecci6 d'aquells indi
vidus mes ben adaptats (millor resposta, menor discrepancia) simu
lant el proces de selecci6 natural. El criteri de selecci6 acostuma a

esser un criteri probabilistic, es a dir, associat a un valor de la pro
babilitat que es defineix ponderant d'alguna manera els valors de la
funci6 de la discrepancia 0 la resposta de cada individu, per exern

pie, Pj == resposta de cj / sum a de respostes de la poblaci6.
184



Modelitzaci6 quimiornetrica

Aixi, els individus mes ben adaptats tenen una major probabili
tat d'esser seleccionats i per tant de poder-se reproduir, mentre que
els pitjor adaptats tendiran a desapareixer. Aquesta seleccio pot
realitzar-se tantes vegades com es cregui necessari i es pot arribar a

construir una nova poblacio P(t') d'individus, on pot haver-hi indi
vidus seleccionats rnes d'una vegada.

Sobre aquesta nova poblaci6 cal procedir al proces de repro
duccio. Hi ha dos operadors genetics que implernenten aquest pro
ces: un operador d' encreuament i un operador de mutacio, a l'ocur

rencia de les quals s'associa un valor de probabilitat (Pc i Pm)'
En un encreuament entre dos cromosomes es produeix l'inter

canvi d'un gen, mentre que en una mutacio te lloc el canvi d'un bit
en un dels gens d'un cromosoma.

Una forma de realitzar aquest proces de reproducci6 consisteix
a generar un nornbre aleatori r dins el marge [0,1 J per a cada cromo

soma i seleccionar-lo per encreuament si es compleix que r <Pc' Per
a cada parella de cromosomes triats segons aquest criteri es genera
un altre nombre aleatori que identifica el gen a intercanviar, i s'ob
tenen tot seguit els «fills» d'aquest encreuament.

Finalitzat el proces d' encreuament pot realitzar-se el correspo
nent a mutacions de manera similar. Per a cada bit de cada nou

cromosoma es genera un nornbre aleatori r dins el marge [O,lJ, i si
es compleix que r < Pm es muta el bit, complementant el seu valor.

Un cop realitzat aquest darrer proces hom disposa d'una nova

generaci6 P(t + 1) per a aplicar de nou l'algorisme cornplet. Logica
ment aquest algorisme disposa d'un criteri d'avaluaci6 del moment

en que cal aturar-lo (nombre maxim diteracions, valor limit de la

discrepancia, etc.) que cal comprovar abans de procedir a la selecci6
d'una nova poblaci6.

Aquesta es a grans trets la filosofia dels algorismes genetics, ini
cialment proposats per J. Holland i el seu equip de la Universitat de
Michigan a finals dels anys seixanta i principis dels setanta. No ha
estat, pen), fins que hom ha pogut disposar d'un equipament infer
marie adient que aquests algorismes no han estat aplicats a situa
cions reals i diverses, com ara (Lucasius i Kateman, 1993) l'analisi
confonnacional de molecules, I'aprenentatge de les xarxes neuro

nals, l'analisi de multicornponents, la regressi6 rnultivariant, etc. EI
seu ambit d'aplicaci6, ara per ara, es el que correspon a problemes
d' estructura complexa, per als quals els metodes convencionals son

poc efectius.
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