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Xavier Tomas*

1. RESUM

En el present treball hom presenta una visi6 global de les estra-
tégies emprades en quimiometria per a procedir a 'optimitzacié
d’un model matematic o d’un procediment analitic. En primer lloc,
hom revisa breument, perd intentant donar-ne una visi6 global, les
diferents tecniques d’is més frequient, aixi com llur fonament. Per
Ilur novetat, es posa un especial emfasi en els algorismes genetics, 1
se’n mostra la filosofia de treball.

8.2. INTRODUCCIO

Un dels objectius de I’analisi quimiometrica és el desenvolupa-
ment de tecniques que permetin I'ajustament de models a dades
experimentals i la seva posterior validaci6 per a congixer quin és el
seu grau d’adequacié o fiabilitat. Aquest és un aspecte important
que cal tenir present en tot estudi, ja que no és frequient trobar un
experiment en qué la mesura experimental sigui directament la in-
formacié que hom desitja obtenir. Cal, en conseqiiencia, desenvo-
lupar un model, generalment una funcié matematica més o menys
complexa, que relacioni mesura i informacid.

Un exemple, familiar en quimica analitica, és I'obtencié de la
funcié analitica, o funcié de calibratge, que relaciona el senyal ana-
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litic mesurat (pH, absorbancia, diferéncia de potencial, etc.) amb la
informacié desitjada (concentracié de I'analit o analits presents a
les mostres emprades com a referéncia). Un cop trobat aquest mo-
del, hom I'utilitzara per a deduir la informacié adient en noves si-
tuacions (analisi de mostres, estimacié de parametres, etc.). Es,
doncs, important assegurar que aquest model, amb els seus coefi-
cients, obtingut a partir de les dades experimentals és el millor que
pot obtenir-se, i procedir tot seguit a la seva validacié.

Una altra situacié, també freqiient en quimica analitica i en al-
tres ciéncies experimentals, és la de trobar les condicions experi-
mentals que permetin d’aconseguir que un procediment doni e/ mi-
llor resultat possible, sigui conegut o no el model, tedric o empiric,
que relaciona resposta i condicions de treball. No cal esforcar-se
gaire per a trobar exemples d’aquesta situacié inherent a tot treball
experimental.

L’objectiu en ambdues situacions és aconseguir el millor model
que hom pugui ajustar a les dades experimentals, o bé les millors
condicions experimentals que portin a obtenir una resposta satis-
factoria. Aquest objectiu es considera assolit quan la discrepancia
entre els valors calculats pel model i les dades experimentals és peti-
ta o, en el cas d’un procediment, quan la resposta obtinguda en
unes condicions establertes s’apropa a un valor preseleccionat.

En conseqtiéncia, els qualificatius millor model o millors condi-
cions experimentals correspondran a la condicié de minimitzar
aquesta discrepancia o —el que és equivalent formalment— a re-
soldre un problema d’optimitzacié, per al qual hom disposa de di-
ferents tecniques de tractament.

El primer punt a definir, doncs, és expressar el concepte de dis-
crepancia d’'una manera matemitica o logica per tal de poder ava-
luar la qualitat d’una possible solucié. Aquest concepte admet
molts tipus de definici6, des de la simple diferéncia absoluta entre
valor calculat i valor objectiu, emprat abastament en 'optimitzacié
de procediments, fins a expressions de caire matematic com la co-
neguda suma de residuals al quadrat (SRQ), mediana quadratica de
residuals (MQR), error absolut o relatiu mitja (EAM, ERM), etc.

Segons quina sigui I'expressié utilitzada, la seva minimitzacié
déna lloc als diferents metodes, coneguts amb els noms de metode
de minims quadrats (LSM), de minima distancia absoluta (LDA),
minima mediana de residuals (LMS), etc. (Draper i Smith, 1981;
Rousseeuw 1 Leroy, 1987).
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Un segon punt a considerar, important perqué condiciona I’es-
trategia de resolucié del problema de minimitzaci6, és I’existéncia o
no de model matemitic (generalment, una funcié matematica) i el
seu grau de complexitat (una variable o més). Considereu per un
moment, la diferent estrategia, i volum de calcul, que pot necessitar
la realitzacié d’un calibratge lineal univariant, multivariant, I’ajust
d’un model no lineal (calcul de constants d’equilibri, etc.) o la de-
terminaci6 de la composicié d’un eluent en cromatografia en capa
prima per a optimitzar la separacié dels components d’una mostra
(model complex o desconegut).

Una classificacié possible de les estratégies per a trobar la solu-
cié a aquest problema de minimitzacid, i per tant de les tecniques
d’optimitzacid, podria ésser la segiient:

1. Resolucié matematica directa.
2. Resolucié matematica seqiiencial.
3. Resolucié mitjancant algorismes logics.

Tot seguit hom fara una revisié breu de les tecniques d’optimit-
zaci6 segons aquesta classificacié, amb esment especial de les tec-
niques seqiiencials aplicades a models empirics, 1 de les basades en
Paplicacié d’algorismes logics, ja que no segueixen el formulisme
matematic convencional.

8.3. RESOLUCIO MATEMATICA DIRECTA

Dintre d’aquesta categoria poden considerar-se incloses aque-
lles tecniques d’optimitzacié que, havent definit préviament un
model i una expressié de la discrepancia, arriben a establir els valor
de ’optim d’una manera matematica directa. L’estrategia consisteix
a definir la discrepancia com una funcié que cal minimitzar, intro-
duir dins la seva expressié la corresponent al model 1 tractar de
resoldre el problema, si cal, com una analisi d’una funcié per a la
qual cal trobar el minim.

Un exemple paradigmatic d’aquesta estrategia és el metode ben
conegut dels minims quadrats quan hom I’aplica a models senzills,
com ara una funcié lineal d’una variable, polindmica, no lineal pero
linealitzable, o com ara una funcié lineal de diverses variables (cas
de la regressié lineal multiple).
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Per a qualsevol d’aquests models, hom disposa d’una serie de
valors experimentals, tant de la variable independent x, com de la
variable resposta y, I'expressié del model matematic a ajustar i,
com a criteri de discrepancia, la suma de quadrats dels residuals.

Aixi, per a un model polinomic de grau p correspondria:

MODEL MATEMATIC:

[1] Yi=yi+e€,=by+bx;+bx?+..+bx)+e,

FUNCIO DISCREPANCIA
" n N
[2] SQR=3X (Gi—yr=X (;- {Z bxt) — Minim
i=1 i=1 2 1]

que implica la condicié

OSQR _ 9SQR _ ISQR _ aSQR

B3] b,  ob,  ob, T ob,

que condueix al sistema d’equacions:

Yy=bn +b¥Tx +b,Yx} +..+b,YxV
4] Xxy=bXx;, +b,Xx} +b,3Xx} +..+b Y xN"

My, =b, T xN+b, TN 4 b, T x4ty T NN

1S

La resolucié d’aquest sistema déna els valors dels coeficients b,
optims segons la definici6 de la discrepancia utilitzada.

Aixi, en el cas d’un ajust lineal simple (recta de calibratge, per
exemple), I'expressié d’aquests coeficients pot establir-se d’una
forma general mitjangant les equacions:

_ZHXYi- XXX _
P (zay O
nleyi_lezjjf
nExi-(Tx)

Cal tenir present que aquesta estrategia, a la qual pertanyen
també altres técniques, com ara els anomenats metodes de la me-

(5]

(6] b=
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diana simple, de la mediana repetida o de la mediana minima de
residuals, porta a una solucié analitica, en el sentit matematic de la
paraula, i, per tant, els coeficients trobats que minimitzen la funcié
discrepancia utilitzada sén tnics 1 garanteixen que I’optim trobat
correspon a un optim absolut.

8.4. RESOLUCIO MATEMATICA SEQUENCIAL

Malauradament, no és possible d’aplicar sempre Iestrategia de
resolucié directa, ja que pot succeir que el model no sigui tan sen-
zill com els esmentats abans, o bé que no es trobi una forma general
d’expressar les derivades implicades en la condicié de minim [3].

Si hom, perd, coneix el model matematic que cal ajustar i ha
definit el criteri de discrepancia, sempre és possible d’establir una
estrategia que porti a un Optim per aproximacions successives. Evi-
dentment hom necessitara un punt de sortida, uns primers valors
dels coeficients implicats en el model i un sistema per anar con-
duint les aproximacions de forma eficient cap a 'objectiu de mini-
mitzar la funcié discrepancia.

Una altra caracteristica d’aquesta estratégia —en general, de to-
ta estrategia seqiiencial— és la necessitat d’establir un criteri de
convergencia i un d’atur. Generalment I’evolucié de les aproxima-
cions es fa per comparaci6 dels valors de discrepancia obtmguts en
dues iteracions consecutives, i hom decideix aturar el procés quan
la millora en la discrepancia ja no és significativa.

Tot aixo fa que el resultat del procés d’optimitzacié depengui
del punt de sortida i dels criteris emprats i es demostra formalment
que ’optim assolit ha de ser considerat com un optim relatiu (op-
tim local, optim en sella, etc.) que no necessariament ha de coinci-
dir amb I’dptim absolut.

En aquest punt hom pot diferenciar les estrategies que utilitzen
un model tedric com a eina de treball de les altres que el substituei-
xen per un model empiric, i hom ha de fer un esment especial a de-
finir uns criteris senzills per a controlar I'evolucié de les iteracions.

8.4.1. Resolucio seqiiencial de models teorics

Abans de descriure breument les tecniques emprades peral’ op-
timitzacié de models de diverses variables pot ser interessant consi-
derar el cas més simple, que correspon a models d’una sola variable,
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per a facilitar la comprcnsm d’aquestes tecniques. Per a Sll'npllflc‘il‘
les expressions matematiques designarem la funcié matematica cor-
responent a la funcié discrepancia per f(x), entenent que en aquesta
expressié intervenen b, parametres objecte de determinacio.

8.4.1.1. Metode del gradient per a un model d’una variable

Si el model proposat correspon a una funcié continua 1 deriva-
ble, la seva primera derivada f'(x) indica la variacié de magnitud en
relacié a la variacié de la variable independent. En el cas de la fun-
ci6 discrepancia (per tal de concretar I'exposicid, hom fara referen-
cia a la funcié «suma de quadrats dels residuals» [2]), aquesta varia-
ble independent correspon als diferents valors dels coeficients.

Si per a un valor de x = a es compleix que f"(a) > 0, la funcié és
creixent a ’entorn d’2 1 hom diu que el gradient de la funcié f(x) en
aquest entorn és positiu 1 la seva magnitud és determinada pel valor
de f*(a). Si el gradient és negatiu, la funcié és decreixent, i si el gra-
dient és nul, el valor de 4 coincidira amb un maxim o un minim
(figura 1).

Si és possible avaluar analiticament o numericament la derivada
de la funcid, Iestrategia consistira en una aproximacié vers els
valors nuls d’aquesta derivada, comengant des d’un punt inicial i

flx)<0 fi(x)>0

flx)=0

s fx)=0

FIGURA 1.
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desplagant-se a cada iteracié en forma proporcional al valor del
gradient segons I’expressié recurrent

(7] X =x+k f(x)

on el valor de & sera positiu o negatiu segons es cerqui un maxim o
un minim, i es mantindra constant durant el procés d’iteracié, o es
fara variar, segons s’hagi decidit préviament.

Com a criteri de convergéncia per a conduir 1 aturar el procés
d’aproximacié hom acostuma a emprar o bé la variacié relativa de
la discrepancia en dues iteracions consecutives, o bé la variacié del
valor de la solucié, havent establert préviament un valor critic per a
aquesta variacio.

Aixi, un possible algorisme general per a Poptimitzacié d’un
model d’una variable utilitzant el metode del gradient podria ésser
resumit en les segiients etapes:

1. Definir el model f(x), la funcié discrepancia, el valor de sor-
tida x,, el criteri de convergencia i el valor de la constant de
proporcionalitat k.

Avaluar f(x;) 1 f"(x,).

Calcular un nou valor de x, d’acord amb I'expressié [7].
Comprovar la condicié de finalitzacié.

Cas de no complir-se aquesta condicid, substituir el valor de x,
per x; i tornar a la segona etapa, modificant, si cal, el valor de k.
Generalment aquesta modificacié es fa multiplicant per 2 el
valor de k si el gradient ha tingut el mateix signe en dues itera-
cions consecutives o dividint-lo per 2 si ha tingut signe contrari.

oL

8.4.1.2. Models de diverses variables

Aquesta és, sense cap dubte, la situacié més freqilient en qualse-
vol ciencia experimental quan hom prova d’ajustar un model. Les
tecniques emprades per a la seva resolucié poden ésser considera-
des com una generalitzacié del model del gradient descrit abans,
amb modificacions particulars segons interessi tenir una estrategia
més acurada. Tot seguit hom fara una descripcié breu d’algunes de
les tecniques d’as més frequient.

Com és evident, el model ara és del tipus f(X), on X correspon,
en notacid6 vectorial, al conjunt de parametres X = {x, y, z, ... }. Cal
haver definit també un criteri de discrepancia com en el cas d’un
model d’una variable.

167



Modelitzacié macroscopica en ciéncies experimentals

8.4.1.2.1. Metode d’optimitzacié paramétric

L’estrategia emprada en el metode d’optimitzacié paramétrica
es fonamenta en una generalitzacié dels procediments emprats en
el cas d’un model d’una variable, i es procedeix a 'optimitzacié de
cada parametre de forma separada. Aixi, sortint d’una primera
aproximaci6 X, = {x,, y,, z,,... } s’optimitza primer f(x, y,, z,,...) com
si es tractés d’una funcié de la primera variable fins a trobar el seu
optim x,. Tot seguit hom segueix la mateixa estrategia per a la se-
gona variable, substituint el valor x, pcl valor x, abans determinat
f(x2 3, z,, ...), fins a arribar a un valor dptim y, per a aquesta varia-
ble. Aquest procés iteratiu es continua mentre no es compleixi el
criteri d’aturada prefixat (figura 2).

Aquesta és una estrategia que arriba a ’optim rapidament en el
cas de funcions senzilles, amb superficies de resposta que posseei-
xin corbes de nivell rcgu]ars, 1 que pot ésser emprada com una pri-
mera aproximacié quan hom no disposa d’uns valors acurats per
iniciar el procés. En el cas de treballar amb un model més complex
o també en situacions especials del punt inicial, el metode parame-
tric s’atura abans d’arribar a ’6ptim 1 déna falses solucions que fins
i tot poden no correspondre a un dptim local (dptims en sella, etc.).

La limitacié del metode rau precisament en fer I'optimitzacié

FIGURA 2.
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de cada parametre mantenint els altres constants, és a dir, conside-
rant els parametres independents o que no interaccionen entre ells,
hipotesi certament arriscada en moltes situacions.

8.4.1.2.2. Metode del gradient per a diverses variables

Un nivell (corba de nivell en el cas d’'un model de dues varia-
bles) és el conjunt de punts en els quals el model pren un mateix
valor. Una estratégia d’optimitzacié podria establir-se en el sentit
de definir una evolucié des d’un nivell vers el nivell minim prefe-
rentment seguint la linia de maxima pendent (figura 3).

Matematicament hom demostra que la variacié del model amb
relacié a la dels parametres és maxima en la direccié perpendicular
als nivells (a les corbes de nivell), i aquesta direcci6 és avaluable pel
gradient, en aquest cas pel vector gradient G(X).

Aquest vector G(X) és format per les primeres derivades par-
cials del model respecte a cada parametre, G(X) = { £(X), f.(X),
f/X),...}, 1 facilment es pot generalitzar el procediment descrit com
ametode del gradient per a una variable emprant I’expressié recu-
rrent, expressada ara en forma vectorial:

(8] X, =X +kG(X)

FIGURA 3.
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En aquest cas, el valor de k, positiu o negatiu segons es cerqui
un maxim o minim, respectivament, pot avaluar-se com el que op-
timitza la funcié d’una sola variable (k): fIX,, + #G(X,)], 1 les cta-
pes de calcul a realitzar sén les mateixes que en el cas d’aplicar-ho a
un model d’una variable.

Aquest meétode és també conegut amb el nom de metode del ma-
xim pendent, i en la literatura anglesa és designat amb la precisio
addicional de steepest ascent si hom cerca un maxim, o steepest des-
cent si hom prova d’arribar aun minim. Com a métode d’optimitza-
ci6 pot tenir problemes d’cficacia, perqué ladireccié del gradientila
velocitat de desplagament depenen en forma critica de les escales
escollides per als parametres.

8.4.1.2.3. Metode de Newton: variant de Davidon,
Fletcher i Powell

Si hom pot disposar de les segones derivades de la funcié ob-
jectiu, per a accelerar el procés d’evoluci6 i fer-lo independent fins
a cert punt de les escales triades hom pot fer servir el metode de
Newton per a resoldre G(X) = 0, equaci6 que constitueix la condi-
¢i6 de maxim o de minim. Fent I'analogia amb el cas d’una funcié
d’una variable, la interpretacié del metode de Newton resulta molt

fi)

FIGURA 4.
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senzilla (figura 4). Resulta molt coneguda com a metode per a tro-
bar les arrels d’una funcid, en aquest cas de f'(x).

Tornant al model de diverses variables, el metode de Newton
per a considerar la curvatura entre nivells substitueix la multiplica-
¢i6 per k que apareix a I expressio recurrent [8] pel producte per la
inversa de la matriu H(X), matriu de les segones derivades parcials
o matriu hessiana:

f\\ fl"' f\/
91 HX =[x o S | 21,00, HX), HX),.]

B £ £

on les columnes corresponen a les derivades parcials f,, f,, /., etc., és
a dir, als gradients H,, H,, H;, etc. Finalment, I’equaci6 recurrent
que permet I'aproximacid cap al minim resulta:

(10] X =X - [HX)]"' G(X)

A continuacié s’estableixen les etapes dels calculs a realitzar per
analogia amb el metode del maxim pendent.

L™inic inconvenient seriés del metode de Newton és el volum
de calcul que significa haver d’avaluar a cada iteracié les segones
derivades del model i la inversa de la matriu hessiana. Es per aques-
ta raé que ha estat objecte de moltes modificacions que tendeixen a
alleugerir els calculs necessaris (Marquardt, 1963).

Una de les modificacions més efectives ha estat la proposada
per Davidon, Fletcher i Powell (Gill, Murray i Wright, 1981), que
es fonamenta en la construccié de matrius regulars Q amb un com-
portament igual al de les inverses de la matriu hessiana H per a
cercar ’optim en les direccions:

[11] V.=-Q G(X)

terme que en I’expressi6 recurrent [10] substitueix el producte de la
inversa de la matriu hessiana per la matriu G.

D’acord amb aquesta modificacid, les etapes del calcul a seguir
en aquest procediment d’optimitzacid, un cop definit el model 1 el
criteri de convergencia, son les seglients:
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1. Definir Q =1 (matriu identitat) i els valors inicials dels parame-
tres X =X, 1 tot seguit avaluar G = G(X).

2. Per a V=- QG, optimitzar la funcié f(X+4V) d’una sola

variable k. Un cop trobat aquest optim substituir X per

XN=X+kV.

Comprovar la condicié de convergencia.

4. Cas de no complir-se aquesta condici, avaluar S=XN-X 1
U = G(XN) - G(X).

5. Substituir la matriu Q per:

o

B §§* QUUQ
[12] GO

i tornar a la segona etapa amb els nous XN, G(XN) 1 Q.

8.4.1.2.4. Métode de Gauss-Newton

El metode de Gauss-Newton és una técnica especialment inte-
ressant quan hom prova d’ajustar un model emprant com a criter
de convergencia la suma de quadrats dels residuals. Per a simplifi-
car-ne la descripcié es considerara el cas de I’ajust d’un model amb
una tnica variable: y = f(x;0,) = f(x;B).

Cal, doncs, trobar els valors dels coeficients B que minimitzen
la suma de quadrats dels residuals [2], que d’acord amb la condicié
de minim [3] porta a considerar que el gradient ha de ser nul,
G(B) =0, és a dir, al sistema d’equacions

[13] % fisB) [eiB) =31 =0 k=1,2,.p

on f, representa la derivada parcial de f respecte a b,.

Si, per a simplificar la notacid, s’anomena F(B) els residuals a
cada punt experimental f(x;b,, b,,...,b,) = y,1]J(B) la matriu que con-
té a les seves files els gradients dels diferents F, hom pot demostrar
que es compleix la condicié:

5 G(B)=J(B) F(®)=0

on J(B) correspon a la matriu rectangular:
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OF, oF,
ob, b,
[15] IByY=| . . .
OF,  oF,

El metode de Gauss-Newton es fonamenta en la consideracié
que per a un conjunt de valors dels parametres B,., proper a un
altre conjunt de valors B, es pot aproximar, mitjancant un desenvo-
lupament de Taylor:

[16] G(B...)=2](B) F(B,,)

i

(17] F(B..)~F(B)+](B) (B, - B)

[}

que, tenint present que G(B,, ) ha d’anullar-se, permet iniciar un
procés iteratiu en el qual el seu valor es va substituint pel que s’obté
de resoldre I’equacié resultant:

q

(18] J(B) J(B) B, =](B) J(B) B,=](B) F(B)

El metode pot esquematitzar-se en les segiients etapes de
calcul:

1. Definir un conjunt inicial de valors B,
2. Avaluar J(B)' J(B), J(B) F(B).

3. Resoldre ’equacié [18].

4. Comprovar la condicié de convergencia.
<)

. Cas de no complir-se aquesta condicié, substituir B, perB,,,
i tornar a la segona etapa.

Per a resoldre I'equaci6 [18] hom pot emprar qualsevol dels mé-
todes de resolucié d’un sistema d’equacions (Gauss, Gauss-Siedel,
etc.) amb Iobjectiu de trobar una estimacié del nou conjunt de va-
lors dels parametres B, ,.
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8.4.2. Resolucié seqiiencial de models empirics

Tot i que la utilitzacié dels metodes descrits per a la resolucio
seqiiencial de models tedrics és sempre recomanable, hi ha situa-
cions en les quals aquests metodes resulten poc eficients. Aixi, les
dificultats d’aplicacié augmenten considerablement amb el nombre
de parametres a ajustar, ¢l nombre de valors experimentals als quals
hom pretén ajustar el model, la mateixa expressié matematica del
model o la complexitat, a vegades impossibilitat, d’avaluar les deri-
vades implicades en els procediments de resolucié descrits abans.
Cal recordar que a les ciencies experimentals és freqiient trobar-se
amb situacions en les quals no és possible d’obtenir aquestes deri-
vades, i a voltes, ni tant sols no és possible expressar matematica-
ment el model car és molt complex o bé no és prou conegut.

Una possible alternativa per a aquestes situacions és I'is de mo-
dels empirics en uns intervals no gaire grans de les variables dins
dels quals sigui possible d’assimilar la funcié teorica, complexa o
desconeguda, a una funcié matematica senzilla i facil de manipular,
generalment una funcié de tipus polinomic. L objectiu, moltes ve-
gades, no és només ajustar el model sin6 trobar-ne el maxim o el
minim, sobretot en situacions experimentals en les quals interessa
contixer no solament el valor de I'optim siné les seves coordenades
(condicions experimentals).

Dos punts importants a determinar en aquest tipus d’estrategia
s6n la tria del model i la seqiiencia d’evolucié vers 'optim. Respec-
te al primer punt cal dir que s’acostuma a donar més importancia a
la facilitat de tractar la funcié que no pas a un rigorisme matematic
que, tractant-se d’un model empiric, pot resultar essencialment su-
perflu. Aixi, en el cas d’un model en dues variables, la funci6 que
hom acostuma a seleccionar és del tipus:

[19] z=b,4+bx+byy+b,x*+byy +b,xy

amb la inclusid, encara que rares vegades, de termes en x%y, x)* 0
x*y?. Generalment, doncs, es treballa amb funcions polinomiques
amb termes quadratics i amb productes de les variables, se’n fa Ia-
just, d’'una manera comoda, segons els metodes abans descrits, 1 la
localitzacié de les coordenades de 'optim resulta trivial.

En referencia al segon punt esmentat, 'evolucié cap a I'optim,
hi ha una doble estrategia.
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Les tecniques anomenades d’ajust de superficies de resposta
acostumen a imposar com a condicié que I'optim ha de trobar-
se dins el domini experimentat, és a dir, dins els intervals de varia-
ci6 de les variables que hom ha experimentat. Aixo evita el risc de
situar I'optim per extrapolacié fora d’aquest domini, encara que
sempre és necessari validar la seva situacié comprovant-la poste-
riorment. Amb aquesta condici, les tecniques d’ajust de super-
ficies de resposta s’esforcen a trobar la disposicié dels punts ex-
perimentals que permeti estimar millor els coeficients del model
seleccionat previament. Segons els interessos que hom tingui en
aquest ajust es poden fer servir dissenys diferents com ara els de
Box-Behnken, Box-Wilson (Box i Draper, 1987), Doehlert (Doch-
lert, 1970), Scheffé (Scheffé, 1958), rotatius, composts, etc.

La segona estrategia no imposa la condicié que 'optim es trobi
dins el domini experimentat siné que, tot emprant un model molt
senzill que permeti estimar el valor del gradient de la resposta, per
desplagament del domini, vagi conduint I’experimentaci seqiien-
cialment cap a on es trobi I’dptim. Un exemple, utilitzat freqiient-
ment en Poptimitzacié experimental, és 'anomenat métode EVOP
del que tot seguit se n’exposen els trets basics.

8.4.2.1. Métode EVOP

Aquest metode va ser descrit per G. E. P. Box (Box, 1957) amb
la denominacié original evolutionary operations com una estratégia
per anar conduint cap a I’0ptim la resposta d’un procés que depen
de pocs factors (condicions experimentals). Per a simplificar Iex-
posici6 es considerara que aquests factors sén dos, X, i X,.

El model matematic més senzill i més economic pel que fa al
nombre d’experiéncies a realitzar correspon a 'expressié:

[20] Y_—'b:+le1 +b:X:+quin

que necessita quatre punts experimentals per a poder estimar els
valors dels coeficients b, Si hom pretén obtenir aquestes estima-
cions independents entre elles, cal que es compleixi I"ortogonalitat
del disseny, és a dir, aquest ha de coincidir amb un disseny 22 facto-
rial complet.

175



Modelitzacié macroscdpica en ciéncies experimentals

Aix6 obliga a definir dos nivells per cada variable X; i realitzar
les quatre experiencies corresponents a les combinacions de nivells.
Per a simplificar al maxim els calculs posteriors hom acostuma a
escalar aquests nivells fent-los correspondre al valors —11+1 i ano-
menar A i B a les noves variables escalades. Tot i aixo0, és recomana-
ble realitzar una experiéncia en el punt central, {0;0}. Aquest con-
junt de cinc punts experimentals constitueix un cicle d’experiments
que porten a obtenir cinc respostes Y

Experiencia A B Resposta
(0] 0 0 ¥
1 -1 -1 Y
2 ) e Y,
3 -1 +1 Yi
4 +1 +1 Y,

Amb la idea de cercar la linia de maxim pendent que condueixi
cap al maxim hom pot trobar en el punt central els valors de les
derivades de la resposta respecte a cada factor i calcular la resultant
d’ambdés components (figura 5).

MODEL EMPIRIC

Rta = l’); + bu"- + b_vB %+ b1_’AH

s
B
& Rta i
I — 5A [0
8 Rta } =i
] 3B ][0]
I | 2
] | A
FIGURA 5.
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Aquestes derivades corresponen a b, i b, i es poden calcular fa-
cilment:

[21] b=(-Y,+Y,-Y,+Y)/4
[22] b,=(-Y,-Y,+Y,+Y,)/4

i la direcci6 vers el maxim és donada per I’angle format per la resul-
tant i leix A:

[23] o=arc tan (b, / b,)

Si hom pretén arribar a un mixim el métode proposa desplagar
el cicle en la direccié trobada (en la direccié contraria si ’objectiu
és un minim).

Encara que I'angle format per la resultant i eix A pot tenir
qualsevol valor, per raons practiques hom acostuma a aproximar-
lo als valors 0, + 45, + 90, + 135 o 180°, que formen una rosa dels
vents. Aquesta aproximaci6, juntament amb el fet que el desplaga-
ment del cicle es fa de manera continua, és causa que a cada nou
cicle no sigui necessaria la realitzacié de cinc experiencies noves car
se n’aprofiten algunes del cicle anterior (com a minim una) i s’estal-
via aixi esfor¢ experimental.

Com tot metode seqiiencial, el metode EVOP exigeix un criteri
que permeti d’aturar-se quan ha arribat a I’0ptim. Deixant de ban-
da la possibilitat d’aturar ’evolucié quan la resposta ha arribat a un

CRITERI D'ATURADA

a) b)
FIGURA 6.
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valor que hom considera prou satisfactori, a la practica s’acostuma
a donar alguna de les situacions que es mostren a la figura 6.

En el cas ) Poptim és dins el darrer cicle, el modul de la resul-
tant acostuma a ser petit i les diferéncies entre respostes sén poc
significatives. En el cas /) I'dptim és situat prop d’un costat dels
dos darrers cicles (o prop d’un veértex) i aixd provoca un rebot en
els desplacaments.

Encara que normalment en aquestes situacions es considera que
s’ha assolit I’objectiu, sempre és possible de refinar la solucié mo-
dificant la grandaria del cicle, és a dir, reduint Iinterval entre nivells
de cada factor.

El métode EVOP és molt poc emprat en problcmcs d’optimit-
zaci6 que persegueixen I’ajust d’'un model teoric, perd és molt til
en situacions en les quals no es coneix el model, com en "optimit-
zacié de processos industrials, de procediments analitics, etc.
(Hunter i Kittrell, 1966; Box, Hunter i Hunter, 1978).

8.5. RESOLUCIO MITJANCANT ALGORISMES LOGICS

Tant en el cas de resolucié directa com en el de resolucio se-
qiiencial, és condicié imprescindible disposar d’un model teoric o
empiric formulat amb una funcié matematica. Com s’ha dit
anteriorment, en moltes situacions experimentals és dificil poder
precisar aquest model i a vegades fins 1 tot és desconegut.

Una tercera estratégia per a abordar optimitzacions en general, i
en aquest cas especialment, és la de prescindir del model i fer que
siguin les respostes experimentals, juntament amb un algorisme lo-
gic d’evoluci6, les que vagin conduint 'optimitzacié. En les tec-
niques basades en aquest tipus d’estrategia, I’esforg resideix obvia-
ment en la definicié correcta de I'algorisme loglc d’evolucié.

Un aspecte interessant d’aquesta estrategia és que el fet d’em-
prar les respostes només per a avaluar la discrepancia, sense fer-les
intervenir en cap model matematic, permet d’abordar optimitza-
ci6 en situacions en les quals les respostes s6n qualitatives, com pot
ser el cas d’una valoracié subjectiva de la resposta (valoracié senso-
rial, ordenacié, etc.).

Encara que s’han desenvolupat moltes tecniques que segueixen
aquesta estratégia (biseccié, Fibonacci, seccid auria, etc.), tot seguit
es fara una descripcié breu del fonament de dues: el metode simplex
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rigid, amb la seva variant més important, el métode simplex modifi-
cat, i els meétodes basats en algorismes genetics.

8.5.1. Metode simplex rigid

Aquest metode fou descrit per primera vegada per Spendley,
Hext 1 Himsworth (1962), i encara que ha estat objecte de moltes
modificacions, és utilitzat, per la seva senzillesa, en situacions en les
quals la determinacié de I’optim no exigeix una gran precisio.

Considerant el domini experimental com un espai amb tantes
dimensions com parametres cal optimitzar, hom defineix com a
simplex una figura convexa i tancada que té tants vértexs com para-
metres es considerin més un. Aixi, per a dos parametres el simplex
sera un triangle; per a tres, una piramide de base triangular, etc.
Cada un dels vertexs correspon, logicament, a una combinacié de
valors dels parametres, per als quals hom obtindri una resposta
experimental.

El metode proposa avaluar la resposta corresponent a cada ver-
tex, ordenar els valors obtinguts de pitjor a millor, eliminar el pitjor
vertex 1 substituir-lo pel seu simetric (reflectit) respecte al baricen-
tre dels punts que restin. A la figura 7, es mostra el cicle basic en el
cas de una optimitzacié de dos parametres.

Exp. X Y RTA.
P X, Y, PITJOR
3
Y M ! Xi Y; INDIE
M X. Y. MILLOR
R ¢ ? ?
'J) R
I
X
R=G+(G-P)
FIGURA 7.
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SIMPLEX INICIAL }

| P
7
Ordenar
[ Refletir /
reﬂccllr
P
NO
I:" NO NO :I
R millor M? R millor I? R millor P?
S si Si

A

J Nou SIMPLEX - MIR |

¥

st Criteri NO
:lan’:lL{;l

FIGURA 8.

Per a definir 'algorisme que controla ’evolucié del simplex
s’estableixen els segtients criteris.

Regla 1: si la resposta en el punt reflectit no és pitjor que ’ob-
tinguda en el pitjor dels punts del cicle anterior, el nou simplex és el
format pels vertex M, 1,1 R.

Regla 2: si la resposta en el punt reflectit és pitjor que ’ob-
tinguda en el pitjor vertex dels punts del cicle anterior, hom proce-
deix a trobar la imatge del vertex amb resposta més propera al pit-
jor (1 en el cas de dos parametres).

La conseqtiencia de ’aplicacié d’aquesta segona regla és un can-
vi de direccié en I'evolucié del simplex.

A la figura 8 es mostra en forma resumida I’algorisme d’evolu-
ci6 del simplex rigid.

Com en tot metode d’optimitzaci6 sequiencial, cal definir uns
criteris per aturar el procés evolutiu. Per analogia amb els metodes
matematics, pot utilitzar-se com a criteri que la millora en la resposta
(o funcié discrepancia) ja no sigui significativa, o també que I’evo-
lucié dels darrers simplexs porti a una ciclacié del disseny, conse-
queéncia de Iaplicacié continuada de la regla 2.
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Aquesta ciclacié, que no és evident en el cas de més de dos para-
metres, es detecta quan un vértex pertany a 2(nombre de parame-
tres + 1) simplexs consecutius («edat d’un vertex»).

El métode simplex rigid és un métode senzill i comode d’aplica-
¢i6 a situacions experimentals, que conducix a les condicions d’op-
tim normalment amb no gaires experiments (Leggett, 1983). Amb
tot, essent un metode en el qual la grandaria del disseny és constant

‘i fixada des de I'inici, la seva eficiencia depen molt de com s’hagi
definit aquesta grandaria.

Un disseny massa gran evolucionara rapidament vers I'dptim,
pero aquest generalment quedara encerclat dins els simplexs finals
i generalment no podra establir-se amb prcasm A Pextrem opo-
sat, un disseny simplex massa petit déna més possibilitats de
poder precisar 'optim, perd Ievolucié fins a arribar-hi sera molt
lenta.

8.5.2. Metode simplex modificat

Amb I’objectiu de solucionar aquesta darrera caracteristica del
metode simplex rigid s’han proposat moltes modificacions de les
regles del seu algorisme (Betteridge, Wade i Howard, 1985). La pri-
mera fou proposada per Nelder i Mead (1965), i ha esdevingut la
utilitzada amb més freqiiencia per la seva simplicitat d’aplicacié.

Aquesta modificacid, coneguda amb el nom de metode simplex
modificat, permet variar la grandaria del disseny segons els valors
de les respostes experimentals que hom vagi obtenint.

M
R=G+(G-P)
C Cr R E o i
4 r\P ~ ~ O E=G+2(G-P)
L) L L
G Cr=G+05(G-P)
Cp=G-05(G-P)

FIGURA 9.
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A la figura 9 es representa el disseny basic del metode amb la
situacié del punts R, E, C, i C,, que opcionalment poden ésser rea-
litzats segons indiqui I’algorisme.

La diferéncia respecte al metode simplex rigid és I’aparici6 d’a-
quests tres nous punts possibles de disseny, als quals s’accedeix
segons els valors de les respostes i el nou algorisme proposat (figu-
ra 10).

Aixi, en cas que la resposta en el punt reflectit sigui millor que
la millor que ja s’havia obtingut, es proposa realitzar experiencia
E, i si aquesta encara és millor, augmentar la grandaria del simplex.
La reduccié d’aquesta grandaria té lloc quan cal comparar la res-
posta en el punt reflectit amb la pitjor de les respostes del disseny ja
obtingut.

Els criteris per aturar el procés iteratiu sén els descrits abans,
amb excepci6 del procés de ciclacié 1 amb la particularitat que ara
també es pot considerar la possibilitat que el metode proposi una
modificacié tan petita dels valors dels parametres que no sigui
factible.

[ SIMPLEX INICIAL
g y
Ordenar i reflectir
A NO I NO
R millor M R millor 17—
si si si
EXTENSIO CONTRACCIO CONTRACCIO
ACp ACr
: NO ‘ NO ‘
E millor M? [ Cp millor P? I'--'v—[ Cr millor R?J
si st si
r JI’ v
EMI RMI CpMI CrMI
[ [ Bl ]
=1
L J] Criteri d'aturada ]7“——»

FIGURA 10.
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8.5.3. Algorismes genétics

Dins el conjunt de tecniques que no fan servir un model ma-
tematic a ’hora de trobar un optim per a una resposta, tal vegada
les que en el moment actual estan cxpcrimcntant un desenvolupa-
ment més important sén els algorlsmes genetics.

Aqucsts algorismes s’inspiren en el principi d’evolucié de les
especies introduit per Darwin a mitjan segle X1X, que es fonamenta
en la consideracié que els individus van evolucionant per adaptar-
se al medi en queé viuen. Aquesta adaptacié es dona a través de ge-
neracions 1 gracies a processos aleatoris (Holland, 1992; Davies,
1991),

Els individus més ben adaptats seran els que viuran més temps i,
per tant, podran reproduir-se més vegades. Suposant que els fills
s’assemblen als pares, es tindra una nova generacié d’individus que
continuara evolucionant cap a una millor adaptacié al medi, és a
dir, que es tracta d’un procés d’optimitzacié «natural».

La informacié basica sobre aquesta adaptacié es transmet codi-
ficada per gens en els cromosomes seguint els sistemes de repro-
duccié estudiats per la biologia. En resum, els responsables dels
caracters dels individus son els gens i el procés d’evolucié depen de
com aquests gens es combinin o es modifiquin.

Amb aquestes nocions esquematiques 1 sense aprofundir més,
hom pot considerar com a algonsmcs genctics aquells que estan
basats en I’evolucié natural de les especies. Es obvi que els algorn-
mes genetics es basen en P'evolucié natural i no pretenen ésser-ne
una cdpia, objectiu molt més complex i, ara per ara, fora del context
de 'optimitzacié.

Per analogia, podem establir la seglient terminologia:

— Individu. Cada una de les solucions del problema que es
tracta de resoldre. En I’ambit experimental correspon a un
assaig definit per unes condicions dels factors estudiats i una
resposta del sistema.

— Cromosoma. Correspon a la codificacié de cada individu, és
adir, al conjunt de valors dels factors un cop s’han codificat.
A diferencia del procés d’evolucié natural, en els algorismes
genetics els individus estan descrits o codificats per un sol
cromosoma.
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— Gen. Cada una de les parts d’un cromosoma, que hom acos-
tuma a fer correspondre a un dels factors implicats en opti-
mitzacio.

— Entorn o Medi. Es I'encarregat d’avaluar el grau d’adaptacié
dels individus per a poder «sobreviure». En un procés d’op-
timitzacié hom disposa d’una funcié o criteri de discrepan-
cia que mesura la bondat d’una solucié.

— Reproduccié. Es la capacitat que tenen els individus per a fer
sobreviure, 1 transmetre, la seva informacié genetica. En
aquest procés, dos o més individus s’encreuen per a formar
un descendent o més, bescanviant la seva informacié. En
aquest procés reproductiu es poden introduir modificacions
(mutacions) en el material hereditari.

En aquest context (Michalewicz, 1992), un algorisme genétic és
un algorisme probabilistic que manté una poblacié P(r) = {X(t)}
d’individus a cada iteracié (generacid). Cada individu X (z) repre-
senta una solucié possible del problema i és descrit per un cromo-
soma.

Aquest cromosoma és format per un vector de bits, de longi-
tud /, dividit en una série de camps que representen les variables
implicades en el sistema a optimitzar. Aixi, un cromosoma presen-
ta la Segﬁcnt estructura: ¢ = {g], 23ess gm}, on, per cxcmplc,
g, ={1101} i és associat a la variable X,, g,={0101} és associat
a X, etc., 1 representen, en codi binari, els valors de cada una de les
variables.

L’algorisme comenca per definir una poblacié inicial P(t) for-
mada per un nombre determinat d’individus. Aquesta definicié pot
fer-se a I’atzar, o bé, si es coneixen algunes propietats del sistema,
d’una forma més selectiva, per tal d’accelerar aixi el procés evolu-
tiu. Un cop es disposa d’aquest conjunt inicial de cromosomes, es
procedeix a avaluar la resposta per a cada individu per a obtenir el
seu grau d’adaptacié al medi (funcié discrepancia).

Amb aquesta informaci6 es realitza una seleccié d’aquells indi-
vidus més ben adaptats (millor resposta, menor discrepancia) simu-
lant el procés de seleccié natural. El criteri de seleccié acostuma a
ésser un criteri probabilistic, és a dir, associat a un valor de la pro-
babilitat que es defineix ponderant d’alguna manera els valors de la
funcid de la discrepancia o la resposta de cada individu, per exem-
ple, p, = resposta de ¢; / suma de respostes de la poblacié.
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Aixi, els individus més ben adaptats tenen una major probabili-
tat d’ésser seleccionats 1 per tant de poder-se reproduir, mentre que
els pijor adaptats tendiran a desapartixer. Aquesta selecci6 pot
realitzar-se tantes vegades com es cregui necessari i es pot arribar a
construir una nova poblacié () d’individus, on pot haver-hi indi-
vidus seleccionats més d’una vegada.

Sobre aquesta nova poblacié cal procedir al procés de repro-
duccié. Hi ha dos operadors genctics que implementen aquest pro-
cés: un operador d’encreuament i un operador de mutacié, a 'ocur-
rencia de les quals s’associa un valor de probabilitat (p, i p,).

En un encreuament entre dos cromosomes es produeix I'inter-
canvi d’un gen, mentre que en una mutacié té lloc el canvi d’un bit
en un dels gens d’un cromosoma.

Una forma de realitzar aquest procés de reproduccié consisteix
agenerar un nombre aleatori r dins el marge [0,1] per a cada cromo-
soma i seleccionar-lo per encreuament si es compleix que » < p,. Per
a cada parella de cromosomes triats segons aquest criteri es genera
un altre nombre aleatori que identifica el gen a intercanviar, 15 ob-
tenen tot seguit els «fills» d’aquest encreuament.

Finalitzat el procés d’encreuament pot realitzar-se el correspo-
nent a mutacions de manera similar. Per a cada bit de cada nou
cromosoma es genera un nombre aleatori r dins el marge [0,1], 1 s
es compleix que r < p,, es muta el bit, complementant el seu valor.

Un cop realitzat aquest darrer procés hom disposa d’una nova
generaci6 P(t + 1) per a aplicar de nou I’ '1lg,orlsmc complet. Logica-
ment aquest algorisme disposa d’un criteri d’avaluacié del moment
en que cal aturar-lo (nombre maxim d’iteracions, valor limit de la
discrepancia, etc.) que cal comprovar abans de procedir a la seleccié
d’una nova poblacié.

Aquesta és a grans trets la filosofia dels algorismes genetics, ini-
cialment proposats per J. Holland i el seu equip de la Universitat de
Michigan a finals dels anys seixanta i principis dels setanta. No ha
estat, perd, fins que hom ha pogut disposar d’un equipament infor-
matic adient que aquests algorismes no han estat aplicats a situa-
cions reals 1 diverses, com ara (Lucasius i Kateman, 1993) I’analisi
conformacional de molécules, I’aprenentatge de les xarxes neuro-
nals, I’analisi de multicomponents, la regressié multivariant, etc. El
seu ambit d’aplicacid, ara per ara, és el que correspon a problemes
d’estructura complexa, per als quals els meétodes convencionals sén
poc efectius.
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